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Die in  der klassischen Himmelsmechanik benutzten Reihenentwicklungen 

der Storungen setzen fast imrner kleine Exzentrizitaten voraus. Die Bahnen von 

kunstlichen Himrnelskorpern sind dagegen oft stark exzentrisch und konnen sogar 

Kollisionsbahnen sein. Herr Prof. Dr. E .  S t i  e f e  I hat mich daher -angeregt, zu 

untersuchen, wie mit Hilfe der Einfuhrung von regularisierenden Variablen ouch 

f i r  grosse Exzentrizitaten brauchbare Reihenentwicklungen konstruiert werden 

konnen. 

Ich mochte an dieser Stelle Herrn Prof. St i e  f e  I herzlich danken; seine 

positive Krit ik und seine zahlreichen wertvollen Ratschltige haben das gute Ge- 

lingen dieser Arbeit erst errnoglicht. Ebenso bin ich Herrn Professor Dr. 

H . Rut  i s ha  u se r sehr dankbar fur das Interesse, das er der Arbeit engegen- 

gebracht hat. Schliesslich g i l t  mein Dank dem Rechenzentrum der ETH fur die 

ErmZjglichung der Benutzung der Rechenanlage. 
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EINLEITUNG 

Die vorliegende Arbeit behandelt die analytische Sttirungstheorie im 

raumlichen Dreikijrperproblem auf Grund der Regulorisierungsmethoden, die 

P. K u s t a o n h e i m o  und E. S t i e f e l  in  (11 * entwickelt haben. Wie in  

der klassischen Theorie erscheint die Lbung als Fouriersche Doppelreihe, wobei 

die beiden Argumente die Stellungen von Mobil und Sttjrktjrper in  ihren unge- 

sttirten Keplerbewegungen fixieren. 

Im ersten Teil wird die Regulorisierung kurz hergeleitet und angepasst an 

unsere besondern Bedurfnisse. Der zweite Teil enthalt die Beschreibung der 

Entwicklung der Sttjrungsterme unter Verwendung von Variablen, die schon von 

Ha ns e n 121 vorgeschlagen wurden. Konvergenzbetruchtungen zeigen, doss 

die Entwicklungen ouch fur stork exzentrische Bahnen gut konvergieren, im 

Gegensatz zu den in der klassischen Theorie ublichen Eniwicklungen nach den 

mittleren Anomalien. lnsbesondere gestattet die RegularisierungsmethoaEc auch 

die analytische Erfassung von Kollisionsbohnen; die bisherigen Theorien ein- 

schliesslich der Hansensc hen  Methode konnten dies nicht leisten**. 

* Die Zahlen in  eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis. 

Es i s t  jedoch zu bemerken, dass die analytische Methode von E n c k e  

(siehe Enyklopijdie d. math. Wiss., VI, 2, A, S. 777) bei Verwendung der 

exzentrischen Anomalie als unabhangige Variable die analytische Sttirungs- 

theorie von Kollisionsbohnen auch erlowben worde. Sie hat jedoch zwei 

Nnchteile g~ge&er =ns=:=n Aethoden. %ten: mCkitn die k,vegiing- 

** 

gleichungen linearisiert werden, und zweitens hoben die entstehenden 

linearen Differentiolgleichungen Singuloritaten (obwohl al le ihre LijSungen 

regular sind). Die Anzahl der lntegrationen ist bei dieser modifizierten 

Enc k e  -Methode dieselbe wie bei uns. 
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Der dritte Teil behandelt die numerischen Erfahrungen an Hand von Bei- 

spielen, die auf einer Rechenanlage CDC 1604 A gerechnet wurden. Ein Vergleich 

mit der Theorie von L e v e a u  [3] fur die Stlirung des Planetoiden Vesta durch 

Jupiter zeigt gute Uebereinstimmung. 
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1. ANALYTISCHE STOERUNGSTHEORIE AUF GRUND DER METHODE 

DER REGULARISIERUNG 

1.1.  P r o b l e m s t e l  l u n g  

Wir betrachten drei Punktmassen, einen Zentralktirper m i t  der b e  M , 
ein Mobil mi t  verschwindender b e  und einen Sttirk-er der Mmse m' , 
die sich nach dem Newtonschen Gravitationsgesetz im Raum bewegen. Der Ein- 

f lus des Stak6rpers auf die Bewegung des MobiIs sei so klein, das Sttirungr- 

rechnung sinnvoll ist. 

Der Zentralktirper sei dauernd im Ursprung eines rechtwinkligen Koordinaten- 

systems X, 9, 
bewegt. Der Sttirktkper sei zur Zeit t = 0 durch seine Anfangslage ( x i ,  Y: , Z: ) 
und Anfangsgeschwindigkeit (9; , 9: I i d  ) gegeben, analog das MobiI durch 

(x,, ye I 2.) 

die Gravitationskonstante k = 1 wird, erhalten wir fUr die Differentialgleichungen 

unseres Dreiktkperproblems 

, das sich gegenuber einem lnertialsystem nur translatorisch 

und (Go, ye,Ze)  . Wenn wir die b e i n h e i t e n  50 wtihlen, dass 

Dabei bezeichnen 7 =(x,y ,z) den Radiusvektor des k b i l s ,  r =I-$( den Ab- 

stand Mobil -Zentralktirper, ?'= (x', y',z') den Radiusvektor des Sttirktirpers, r ' r  I?'\ 
dessen Ahstand vom Zentraik-er, ein Punkt die Ableitung nach der Zeit t . 

LIS Stmungsgiied in  den Gleichungen (1) kann von einem zeitabhangigen 

Potential v abgeleitet werden; es i s t  namlich 
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I . 2 .  Regu I o r  i s  i e r u n g  

Um ouch Mobilbahnen, die in  die Nahe des Zentralkerpers gelangen 

oder einen Stoss mit diesem enthalten, ohne Schwierigkeiten behandeln zu 

ksnnen, transformieren wir in  den Gleichungen (1) die Variablen 

auf regularisierende Variable E, U,,U~,U~,U~, und zwar in  Anlehnung an 111 
durch die Definition 

t X ,  9 ,  z 

wobei 

r fm = u : + u ~ +  U;+U: 

ist. Do die Zahl der neuen Variablen urn 1 grijsser ist als die der alten, ist die 

Transformation (4) nicht eindeutig, sondern enthtilt noch einen Freiheitsgrad. 

Die in  der letzten Gleichung von (4) angeschriebene Zeittransformation ist, wie 

wir sptiter sehen werden, nicht immer ausfuhrbar; vorltiufig wollen wir einfach 

formal damit rechnen. 

Wir zeigen, dass mit (4) die Bewegungsgleichungen (1) in  die 4 Differential- 

gleichungen iibergehen 
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Den Beweis von (5) fiihrt man am einfackten m i t  Hilfe der L a g r a n g e s c h e n  

Bewegungsgleichungen 

wobei die kinetische Energie T , 7 und 

ausgedrilckt werden miissen. In 

Technik der L a g r a n g e s c h e n  

koordinaten u eingefiihrt werden. 

Mittels (4) erhalt man 

v in Funktion der u; , &; 
[l] 
Gleichungen anwenden kann, obwohl 4 Lage- 

wird namlich gezeigt, dass man die 

ui i 
r- 2 M  

a ui ra 
- - -  a (“I 

4 T ( iZ+ j‘+ ka)  = 2. [(u,u,- UzIir - U3b, + U.U.)‘ 

2 

+(u4uz+uau4- u,u(.-u,u,)++(u,u,+u,u,+u~ii,+ Ubic,) 3 , 

Verwendet man die Freiheit in  der Wahl der ui dam, die Nebenbedingung 

U) u, - u3 li, + us&, - u, u, -- 0 

zu erfiillen, so erhijlt man 

(7) 

r i s t  als Abkiirzung fiJr u:+ u:+ U: + u,’ LU verstehen. 

Darnit wird (6) 



- 14 - 

Nun transformieren wir noch die Zeit 

setzen kurz 

und erhalten so aus (8) sukzessive 

r-&(+) = 
f + E(%)= 

wenn man dies in (9 )  einsetzt, sieht man, dass auf beiden Seiten der Gleichun- 

gen Ausdrocke 3 + 
Itisen, multiplizieren wir (9) mit und sumrnieren Uber i ; die dann 

entstehende Gleichung wird nach 2 ($i$ + $ u;) aufgeltist 

U; auftreten. Urn nach diesen Ausdrkken aufzu- 
dE' 

dE 
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(10) in  r.$($) von (9) eingesetzt ergibt genau die Gleichungen (5), welche 

damit bewiesen sind. 

Obwohl die St6rk6rperbahn kleine Gczentrizitat besitzen sol1 und somit 

keine Notwendigkeit der Regularisieruna bateht, transfonieren wir der Ein- 

heitlichkeit halber ouch die Stijrk6rper-Variablen analog zu (4) auf neue 

* dE' . 

Do auf den St6rkijrper keine Stijrkrafte wirken, verschwinden die rechten Seiten 

der transformierten Bewegungsgleichungen 

- + - I A ~  d'u! 1 '  = 0 , ( i -  d , 2 , 3 , 4 )  . 
dE" 4 

Durch die Transformationen (4), (1 1) sind die SingularitWen 7s 0, ? I =  0 

der ursprhgl ichen Bewegungsgleichungen wegtmnsformiert worden; (5) und (1 2) 

sind vti l l ig regular i m  Utsprung. 

Zur Transformation der Bewegungsgleichungen gehLirt die Transformation 

der Anfangswerte. Wir behaupten, dass sich die Anfangswerte im Raum der ui 
folgendermassen berechnen lassen. 
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(13) bestatigt man leicht durch Einsetzen in  (4). (14) erhljlt man so: 

aU 
Die Funktionolmatrix (+) berechnen wir aus (Ei) . Nach (4) ist 

au;  1 Definiert man nun (s) bis ouf den Faktor als die Transponierte von 
a? 

( G ; )  , so folgt wegen der Orthogonalitat der Matrix (15) nach Zeilen 

tatsac hl ic h 

die Berechtigung fdr dieses Vorgehen wird i n  [11 in allen Einzelheiten nach 

gewiesen. Damit wird 

I uu -L43 U l  

(16) erfitllt ouch die Nebenbedingung (7). 
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stehen noch Ableitungen der ui nach E . Urn diese zu elirninieren, bilden 

wir die Summe der Quadrate der Gleichungen (16) 

dui 
und laen  nach E(=) auf 

(18) setzen wir i.n (17) und (17) in (16) ein und erhalten so, wenn wir oberall 

noch den Index 0 hinzufiigen, die zu beweisenden Gleichungen (14). 

Wenn 

(19) - -  2M (p+ y t + i a )  = 0 r 

ist, wird 9 unendlich. Wegen (16) werden dann ouch - dt und, do der 

Ausdruck $ +E[*) dort als Faktor auftritt, die rechten Seiten der Differen- 

tialgleichungen (5) unendlich. Die Zeittransformation in  (4) ist  daher nur zu- 

Itbig, wenn (19) nicht erfiil lt ist. Die linke Seite von (19) i s t  gleich der 

reziproken grossen Halbachse der Bahn, wie am der klaischen Theorie der 

Kepler- Bewegung folgt; wir k h w n  s!so such mgen, d = s ~  die & i Z i c i i i ~ f ~ ~ i r i ~ -  

tion nur zultissig ist, solange die Halbachse nicht unendlich wird, d.h. die 

fhhn eine Parabel ist. Wir wollen uns im  folgenden auf nichtparabolische 

khnen beschranken. 

dE dE d u . l  

For den Stijrkijrper gehen die Rechnungen ganz analog; es sind einfach 

alle auftretenden Grtissen ausser M und t m i t  Strichen zu versehen; statt 

M i s t  M+m' zu setzen. 



- 18 - 

1.3. B e w e g u n g  des S t u r k u r p e r s  

(12) lasst sich leicht Iben. Wir setzen an 

Dabei ist Ed = E'(t-0) noch frei wahlbar, do E'  in (12) nur differentiell 

mit t verbunden ist. Wir wahlen es so, dass E'= 0 im Perizentrum der Bahn 

ist; es sol1 also sein 

Aus (22) ergibt sich mittels (21) 
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G i s t  jener Zweig des arctan zu nehmen, welcher beirn Einsetren in (21) 

4 xp:z ergibt. 

Nachdem d;' , (3;' bestimrnt sind, lassen sich die Koordinaten X I ,  yl,z' 
fur ,:,,, tu--. ..-_ E' -..- mn\ t i l \  L - - - -  L--- t-1 

gehtirigen Zeit t 
Cl l l r l l  1 . 5 1 1  ."I, uw [LV,, ' 1  ~ S I ~ L I I I I ~ I I .  Zui ki immung der zu c 

integrieren wir die letzte Gleichung von (11) 

Die Wurzel in (23) i s t  konstant; das reigt  folgender Beweis 

Daher wird aus (23) 

Der Vergleich von (24) rnit der klassischen K e p l e r s c h e n  Gleichung 

wobei E ' die exzentrische Anornalie, a' die grosse Halbacke, e die 

Exzentrizitat bezeichnen, klart die Bedeutung einiger unserer Variablen. Die 

regularisierende Zeit E' i s t  nichts anderes als die exzentrische Anornalie, 

ferner i s t  
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Darnit ist die Bewegung des Storkorpers bestirnrnt. Die Konstanten ~ i l  , (3;' 
konnen wir als die Bahnelernente der Storkorperbahn bezeichnen, analog den 

6 K e p l e r s c h e n  Elernenten. 

I. 4. Bewegung  des Mo b i  I s .  S t  t i r u n g s d i f f  e r e n  t i a I g l  e i c  h u n g e n  

Die Bewegung des Mobils als Losung von (5) spalten wir auf in  eine un- 

gestorte Bewegung, die durch Nullsetzen der rechten Seiten von (5) entsteht, 

d.h. den Differentialgleichungen 

genugt, und eine Storung, die durch die rechten Seiten von (5) entsteht. Wir 

wenden irn folgenden fur irgend eine Grosse g , die rnit dern Mobil in  Zu- 

sarnmenhang steht, die Bezeichnungen 9 , 4 , A 9  an rnit 

9 = 9 + A g  . (26 )  

9 bezeichnet den gesttirten Wert, d.h. den Wert aus (5), den unge- 

sttirten Wert, d.h, den Wert aus (25), A g die Storung. 

Do (25) dasselbe Differentialgleichungssystern ist wie (12), lassen sich die 

Resultate von 1.3. ubertragen. Man erhalt daher 
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wobei 

(es ist iener Zweig des arctan zu nehmen, fur den 

Z,Z < E Fi2 ist) , 

E ist die exzentrische Anomalie der for t = 0 oskulierenden ungesttirten 

Mobilbahn, und die grosse Halbachse und die Exzentrizitat Z sind ge- 

geben durch 

I (30) 
- xz: + @;= a =  2 

In den regularisierenden Koordinaten kann ouch der Abschuss des MobiIs vorn 

Zentral kijrper behandelt werden. Wegen der unendlichen Anfangsgeschwindigkeit 

versagen dann aber die Formeln (14) fur die Berechnung der (k)o. G i s t  

zweckmassig, i n  diesem Fall als Ersatz fur die Anfangsgeschwindigkeit die 

Koordinaten 

Dieses Verfohren ernpfiehlt sich ouch, wenn das Mobil ganz in der Nahe des 

Zentralkorpers rnit sehr grosser Geschwindigkeit abgeschossen wird, do die Be- 

rechnung der ( x ) ~  nach (14) wegen der Stellenausltjschung irn Ausdruck 

du- 

- -  
(FA , yA ,ZA) des Apozentrums der ungest6rten Bahn vorzugehen. 

du; 

- (x:+y:+Zt) dann ungenau wird. 
r0 
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Die F A  berechnet man analog zu (13), indem dort iiberall der Index 0 
durch den Index A ersetzt wird. Wenn man beriicksichtigt, dass im Apozentrum 

E = 'N ist, erhalt man aus (27) 

und daraus 

wobei 

kann 

E, wie vorher aus der Bedingung x Z i F =  0 berechnet werden 

Wir wenden uns nun den Gleichungen (5) zu. Noch (26) werden die Ltj- 

sungen so angesetzt 

Aoc;,Ap; sind die Sttirungen, die die Elemente cq, (3' 

ktjrper erleiden, Die Differentialgleichungen fur AN; , A f i  sind leicht herzu- 

leiten. Wir gehen von (5 )  aus, wobei wir die rechten Seiten abkurzend mit 6 
bezeic hnen 

durch den Stdr- 
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wie man durch Einsetzen leicht bestlitigt. 

Die rechten Seiten von (34) sind abhtingig von den ungestlirten Grtissen, von 

A d ; ,  Ap, , ( i=1,2,3,4)  , von t und von der unabhangigen Variablen E . 
Das sieht man aus (32), (4), (1 1 ), (24), (3), (5) und der Fonel 

(3) 2 -  dU. - -y 4 (Zi+Aat i )  s ing + T((&+Api)cos+ 1 . 
dE 2 J  

dAoc' E h f r O  und doher du; un&- 
dE dE wegen (34) ist narnlich 

hangig von -' 

d~ COS-,+ 

d b ~ .  d h  . 
dE I - & '  

D e r  i n  den Fi auftretende Foktor lissst sich einfacher 

schreiben. (32) und (35) ergeben 

Im folgenden wird die Grissse 
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eine grosse Rolle spielen; wir wollen sie "grosse Halbachse" nennen, do man 

zeigen kann, dass sie die grosse Holbachse der oskulierenden Keplerbahn ist. 

Do wir aber von dieser Eigenschaft keinen Gebrauch mochen wollen, ist unter 

"Halbachse" a immer die rechte Seite von (36) zu verstehen. 

Wegen der Abhangigkeit der rechten Seiten von (34) von der Zeit 

t = - f + A t  miissen wir zu (34) noch die Differentialgleichung 

- 
hinzunehmen, wo fiir t 
wir ein vollstdndiges System von 9 Differentialgleichungen 1. Ordnung for die 

Elementensttirungen Ad; ,  APi , ( i - 4 , 2 , 3 , C )  und die Zeitsttirung A t  

der Ausdruck (29) einzusetzen ist. Damit erhalten 

m i t  den Anfangsbedingungen 

A,; = O  
A P i  - 0 ,  

At  - 0 .  

( i  J 1 ,2 ,3 ,4 )  
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11. ENTWICKLUNG DER STOERUNGSTERME 

11.1 U n t e r s u c h u n g  de r  S tb rungs te rme  

Hier befassen wir uns mi t  dem Differentialgleichungssystem (37); unter 

Sttirungsterrnen verstehen wir im folgenden immer die rechten Seiten dieser 

Differentialgleichungen. (37) kann numerisch, z.B. noch Ru nge- Ku t to, oder 

analytisch, d.h. durch Reihenentwicklungen der Stiirungsterme und deren analy- 

tische Integration, integriert werden. Die erste Methode wurde ausgefuhrt in 

[4 ]  ; die Genauigkeit hangt ab von den Anfangsbedingungen, der Ordnung 

des Verfahrens, der Schrittweite, den Rundungsfehlern. Die zweite Methode sol1 

hier behandelt werden. 

Bis jetzt haben wir nur parabolische Mobilbahnen ausgeschlossen, d.h. ouch 

hyperbolische zugelossen (falls E komplexe Werte annimmt). Wir woilen uns 

nun aber auf elliptische Bohnen beschranken; E und die Elemente w i ,  , 
( i=1 ,2 ,3 ,4)  

den. Fur die Konvergenz von Reihenentwicklungen sind die Singularitaten mass- 

gebend. Leider hat (37) trotz der Regularisierung noch Singularitaten. Wohl i s t  

ein Zusammemtoss MobiI -Zentralkijrper nicht mehr singultir, bei einem Zusam- 

menstoss Mobil-StiSrkijrper, d.h. 7= ?' , dagegen werden v und damit die 

Storungsterme unendlich. 

zweigungspunkt, wenn der Ausdruck unter der Wurzel 0 wird. Domit sich 

diese Singularitaten nicht sttirend auswirken, wollen w i r  einschrtinkende An- 

nahmen treffen, indem die Entfernung des Mobils vom Sttirk-er und die grosse 

Halbochse 

jcchranken i,, 6, bleiben sollen. Fiir reelle f sind dann die enten 8 Stiirungs- 

terme von (37) beschrankt, und der Ausdruck unter der Wurzel i m  9. Stiirungs- 

term ist grtjSSer ais 62 . Alle Singularitaten E, , (k=1,2 ,  ... ) M 
ausserhalb eines Streifens der positiven Breite 

Achse der E -Ebene. 

sind dann reell, wahrend sie fih- hyperbolische Bahnen imagintir wer- 

Die Gleichung fur die Zeitsttirung hat einen Ver- 

a der Mobiibahn fur d i e  Zeiten oberhaib von gewissen unteren 

liegen daher 

2 E(&,&,) longs der reellen 
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Fig. 1 

Das Differentialgleichungssystem (37) ist unter diesen Annahmen also regular 

im Streifen von Fig. 1. 

Die Grtjsse von E schatren wir an Hand eines Beispiels grob ab. Mobil 

und Storkorper sollen sich auf Kreisen mit den Radien r bzw. r '  i n  der- 

selben Ebene um den Zentralkorper bewegen:, die Sttirung der Mobilbahn durch 

den Storkorper wird vernachlassigt, sodass a 

im 9. Storungsterm also nicht verschwindet. Es ist 

konstant bleibt und die Wurzel 

u , = ) T - ; . c o s ~  E I u , = f i 3 s i n z  , u 3 = o I  u @ = o ,  

Der Zusammenhang zwischen E und E '  ist gegeben durch 

c ist eine reelle Konstante, die sich aus den Anfangsbedingungen ergibt. 

(37) wird singular, wenn 

( x -  X I ) ' +  ( y  - r')= = 0 
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oder, anders geschrieben, Y t ig = X' f i y '  ist. Mit 

x - uf-u:  = r . c o s E  , 
2 = 2uiuZ = r .  sin E , 

und entsprechendern fiir den Staktirper erhalt man 

Wenn c variiert, lauft E auf einer Parallelen zur reellen Acke.  

Fi)r ein typisches Stijsungsproblern ist entweder r - r '  ( - hobe die Be- 

deutung "in der Grtissenordnung von"), rn' 4 M (Planetenproblerne), darnit 

oder es is t  r << r t  (Mondprobleme), 

Eine Entwicklung der Sttirungen in  gewtjhnliche Potenzreihen nach E 
einen Punkt der reellen Acke  herurn konvergiert nur fur IE I< f 
halb htichtens brauchbar, wenn r << r '  i s t  und die Bewegung des MobiIs nur 

fir kurze Zeit betrachtet wird. 

urn 

und i s t  des- 

Nach K. Sundman 153 und H. Poincar;  kann der Streifen 

von Fig. 1 durch die konforrne Abbildung 
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auf den Einheitskreis obgebildet werden. Entwickelt man nun in  Potenzreihen 

nach F 
wegung des Mobils, da E- 00 fur t - 00. Wie aber D. B e l o r i z k y  

am Beispiel des La gr a n g e - Dreiecks gezeigt hat, besitzt die Transformation 

(38) i m  allgemeinen nur theoretische Bedeutung; die Konvergenz ist namlich 

auch fur relativ kleine E 
der rnitnehmen musste. 

, so erhdt man eine fur alle Zeiten konvergente Darstellung der Be- 

[6] 

bereits so schlecht, dass mon vie1 zu viele Glie- 

11.2. E n t w i c k l u n g  i n  F o u r i e r r e i h e n  

Do bisher keine praktisch anwendbare Entwicklung der Storungen bekannt 

ist, die fur alle Zeiten konvergiert, geht das Bestreben dahin, eine zwar nur 

in einem endlichen Bereich 

konstruieren, die dafur aber in diesem Bereich rasch konvergiert. Eine solche 

Entwicklung sol1 im folgenden dargestellt werden. ,Sie mocht sich, wie fast al le 

analytischen Storungsrechnungen der Himmelsmechanik (vgl. 

tatseigenschaften der Storungen zunutze. 

-E,,,< E < Em,x konvergente Entwicklung zu 

[7] ), die Periodizi - 

Wir bezeichnen die Storungsterme in  (37) mit 

Unser Differentialgleichungssystem (37) las t  sich dann schreiben 
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D a s  Zeichen 3 1 ~  in  fs sol1 andeuten, dars f, unabhtingig von A t  
ist; das stellt man in (37) leicht fest. 

Nun denken wir uns die f,, , (k= 4, ... ,9 )  in MacLaurin-Reihen nach 

den Sttirungen &; , bp; , enhv!c!ce!t.. Zur V%el~fc&ung der kkialbi*-tl= 
-+ 

fuhren wir dobei die Bezeichnung A s (  A,,...., A,) =(Ad4, ... 
ein. Es i s t  dann 

A(3,,,At) 

4 4 

Die Vereinfachungen fur f, ( A ,  E) ergeben sich, weil f,( 0 ,  E )  = 0 und 

f, unabhangig von At ist. 

Nun lijsen wir (39) durch ein iteratives Verfahren. Zuniickt setzen wir - 
fur f k ( A I E )  , ( k = l , . . . 1 8 )  das nur von E 
der Enhicklung (40) ein. Durch Integration von f k ( a , E )  erhalten wir eine 

ente Approximation der Elementensttirungen AM;, Ap; I (i= 4,213,4) , die wir 

mit dem Index 1 versehen und 01s Sttirungen 1.Ordnung bezeichnen 

abhtingige Glied f , ( a , E )  

Daraus berechnen wir eine erste Approximation der Zeitsttirung, indem wir in  

der Entwicklung (40) von fg 

und fur die Ak ( k = l  a . . . ,  8) die eben berechneten (Ak) ,  einsetzen 

nur die in Ak linearen Glieder berucksichtigen 

Nun berucbichtigen wir die lineoren Glieder in  der Entwicklung der 

(k 5 4,. .. g) und bezeichnen die daraus berechneten Korrekturen als Stijrungen 

2. Ordnung 

f k  , 
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Die Storungen 2. Ordnung in den linearen und die Storungen 1. Ordnung in  

den quadratischen Gliedern von fg bestimmen die Zeitstorung 2. Ordnung 

Der allgerneine Schritt von den Storungen (n-4)-ter Ordnung auf die Storun- 

gen n -ter Ordnung lautet farrnelmassig 

Mit diesem lterationsverfahren erhalt man die LiSsung von (39) als Reihe 

A k =  ( A , ) , + ( A , ) , + ( A , ) , +  ' . ' .  , ( k = l , . . , 9 )  , (46) 

Die einzelnen Reihengliedcr (Ak),, 
lntegrale gegeben; es handelt sich also darum, diese lntegrale auszurechnen. Ausser 

i n  speziellen Fallen i s t  dies analytisch nur moglich durch Reihenentwicklung der 

I nteqra nde n. 

sind in  (41), (42), (43), (44), (45) als 

- 
3 -  d'fk 

J aAi,aAj I " '  
Die an der Stelle x-0' genommenen Ausdrucke fk, a A i  

(k-4, ..., 8) sind nur von der unabhangigen Variablen 

sie aber ouch als Funktionen van E und der Storkbrpervoriablen E' auf- 

fassen, wenn man E '  ouch als unabhtingige Variable ansieht und erst spdter 

berkksichtigt, dass E' abhangig ist von E . Wir behaupten nun, dass diese 

Ausdrucke sowohl periodisch sind in  E als ouch in  E '  rnit der Periode Z x  , 
d.h. i n  Fourierreihen der Form 

E abhiingig. Man kann 
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entwickelt werden konnen, wobei wir im folgenden die rechts stehende Schreib- 

weise verwenden werden. 

Zum Beweis, der wegen des Auftretens der Winkelargumente 5 und 
- E' nichi ir iviai isi, schouen wir uns die !iiiirurigsiriirie i r i  (37) yer~ourr ori. 

M I Si , Fi , ( i  = 1,2,3,4) 
in der Form s in  und c o s t  vor, U; und -' sind von der Form 

a . s i n g + b . c o s t  , wo a, b noch von Aa; ,Ap; ,  (i=4,2,3,k)abhangig 

sind, u;' ist in  (20) angeschrieben; ferner i s t  r = UT und - 3' wegen 

sind Konstanten, E kommt explizit nur 

E du. 
dE 

a ui 

ua u, -u4 4 4 3  

u' U) -IA' U' -'' u4 "'I U z  

m i t  gmdv aus (3) eine Funktion der ui und u;' , (i=4,2,3,4). Somit i s t  

zunkhst klar, dass die Sttjrungsterme fk , (k= 4,..., 8) in  Fourierreihen der Form 

(48) E E' *oo 
E b,, ( A d , ,  ... . , AP,). cis(m? +ny) 

m.n=-oo 

entwickelt werden konnen. 

Fur dos weitere ist  ein Hilfssatz ilber gewohnliche Fourierreihen nutzlich. 

Seien Fourierreihen f (x),g,(x) gegeben. Die f r ( x )  seien von der Form r 
00 fy4 cis(kx) , mit fr,2k= 0 fur k ganzf (49) 

k=--  

die g Y ( x )  

2 gvk cis(kx) ! mit gy,l,,, =O fur k ganz- (50) 
k z - a  

Dann gilt; 

a) Dos Produkt zweier Fourierreihen der Form (49) i s t  eine Fourierreihe der 

Form (50): 

b) Das Rodukt einer Fourierreihe der Form (49) mit einer Reihe der Form (50) 

ist eine Fourierreihe der Form (49): 

f, (x) . f2(x) = 9.h) . 

f,(%). g . ( X )  = fa(%) . 
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c) Eine Funktion von Fourierreihen der Form (50) ist wieder eine Fourierreihe 

der Form (50): 

F ( q , ( x ) i  g Z ( x ) l  . . .  ' I q n ( x ) )  = gn+*(x )  . 
Beweise: 

a) f4(x) .fi(x) = (Ff4. cir(kx))(F:f,,cis(lw))=~(~f,,f, , j-h)cir(jw)=~g,,~is(j,) .  

Fur j ungerade ist f4,, . f i , j - h  = 0 

for h ungerade ist fi,j-h 

, denn for h gerade ist f4h = 0 und 

0 ; somit ist 9.j = 0 ftir j ungerade, q. e. d. 

. Fur j gerade ist b) f i ( x ) . 9 , ( x ) = ~ ~ ~ f 4 h g , j - h )  cis(jw) = zf.) cis(jx)  

for j gerade, q. e.d. 

f4h ' 9 4 , j - h  = 0 
94 . j -h  = 0 

, denn for h gerade ist f,,,=O und fur h ungerade 

; somit fij =I 0 
c)  Do die gkt =I 0 sind ftir L ungerade, sind g,(x), ...+( X) periodisch in  ( 2 x )  

mit der Periode 2x (d.h. periodisch in  x mit der Periode ?r ). Dann 

ist auch F(q,,..lg,,) periadisch in ( 2 x )  mit der Periode 2X, und daher sind 

qn..+,1 = 0 for 1 ungerade, q. e.d. 

Mittels dieses Hilfssatzes I&st sich nun zeigen, dass die Sttirungsterme fk (z, E) 
(k -4 , . . . '8 )  nicht nur in  der Form (48), sondern sogar in  der Form 

entwickelt werden ktinnen. Wir werden also beweisen, dass in  (48) al le 

Koeffizienten b,, mit ungeraden m oder n verschwinden. 

sin - E I cos E I ui , - dE 

(49) bzgl. Entwicklung nach 5 bzw. - . x,y,z,r und 

sind von der Form (50); das folgt aus Hilfssatz a), denn die einzelnen Glieder 

in  den Ausdrucken fur diese GriSssen (01s Funktionen der LI; bzw. u;I ) sind 

Produkte von ie zweien der U; bzw. u: , die von der Form (49) sind. E' 
kommt in den Sttirungstermen nur in den 

d U; und u: , ( i = 4 1 2 1 3 1 b )  sind von der Form 
2 

XI, y ' ,  z ' ,  r '  

u;' und diese nur i n  den x', y', z', r l  

vor; wegen Hilfssatz c) sind die Sttirungsterme bzgl. Entwicklung nach y E' 

daher von der Form (50), und somit verschwinden in  (48) die b,, mit un- 

geradem n. In a kommt E nicht explizit vor. grad v ist eine Funktion 



- 33 - 

E van ? und 7' , also nach Hilfssatz c) bzgl. Entwicklung nach von der 

Form (50). Die 
3% 

einzelnen Glieder sind Produkte einer Komponente von grodv mit  einem ui . 
Sukzessive folgt: r .  

von der Form (50) (Hilfssatz a) ), 

fk , (k = dl...lg) von der Form (50) (Hilfssatz a) ). Damit verschwinden auch 

alle bm, mi t  ungemdem m, q.e.d. 

sind nach Hilfssatz b) von der Form (49), denn die 

i s t  von der Form (49) (Hilfssatz b) zj aV du. -& 
h; du; dV duj xzj von der Form (49) (Hilfssatz b)), 

+ a  
Wird nun i n  (51) A = 0 gesetzt, so sind die a,, konstant und die 

fk(6,E),(k=l, ..., e) haben die behauptete Form (47). Um dasselbe auch fur die 

Ablei tungen & I -  - a 1- ~ , . .  nachzuweisen, betrachten wir die Reihe 

(51). Bei der portiellen Ableitung nach einem Ai , ( i ~ 4 , . . . ~ 9 )  muss man sich 

die fk als Funktionen von und E denken. Es is t  daher E' in  Funktion 

von und E auszudrilcken, und es wird 

A:O '2b;abj A=O 

* 
Die rmn sind nicht wie die a,, nur von A , sondern wegen dem GIied 

mi t  auch noch von E explizit abhangig. Das st6rt vorerst, aber wegen 
a Ak 

- 4  - 4  a t  
* 'k9 J 

- aE' = (Q,) . - = (2,) 
a& a At# 

wo 6,9 dos Kronecker-Symbol bedeutet, und da nach (24) 

I \  = 0'".  (fC?+-?+) z .  ( 4 -  e'co;E, 
4 -- 3 

dE' d t  
ist, Itisst sich a,, schreiben - 
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1 ,, - E , ,  cosEn ist periodisch in  El und bleibt beschrankt fur e' 4 1 , SO- 

dass man schliesslich 

+ - 4  - 
mit Koeffizienten a,, , die nur noch von obhangen, erhtilt. Fur d = O  
werden die am, konstant; darnit ist die Behauptung (47) ouch fur die ~ ~ ( 2 ; ;  

(k = 4, ... , B Ab- 

leitungen gilt, beweist man durch Wiederholung des Verfahrens, das wir SO- 

eben fur den Schritt von den fk zu den 

-s afk 

i = 1 ,... I 9) bewiesen. Dass (47) fur die 2., 3., . . . 

a f r  durchgefuhrt haben. 
a A i  

Slf, Es bleiben noch die Ableitungen des 9. Storungsterms tki z57j , a - A j  lea - I  
. . . .  , 
in  (37) leitet man ab 

( i, j - 4 ' 2 ,  . . . I 8 )  zu untersuchen. Aus dem Ausdruck fur f g  

ein einfaches Fourierpolynom in  E . Die Fourierentwicklungen der hohern 

Ablei tungen 
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= Cij, + c i j i  'COSE + c;j3 . sinE I usw. 

werden von derselben h k h t  einfnrhor~ C-s-tc!?. 

Die Four i e re ntw i c k I u nge n 

von denen wir gezeigt hoben, dass sie existieren, sind i m  allgerneinen nicht 

anolytisch uber E integrierbar, denn E' ist eine komplizierte Funktion von 

E . Nach (24) ist  E ' eine Funktion von t ; do die Ausdrucke (57) an der 

, speziell also A t  = 0 , genomrnen sind, muss t anstelle von 

eingesetzt werden. Unter Verwendung von (E), (30), (31) erhalt man daher 

- 
Stelle s= 5 
t 

als Beziehung zwischen E und E' 

Sei E'= h(E) die noch E '  aufgeloste Beziehung (58). cis(mE+n.h(E)) ist nur 

dann analytisch leicht integrierbor, wenn h (E) eine lineare Funktion ist. (58) 

zeigt ober, dass h(E) im  ollgemeinen nichtlinear ist. Wir  sind deshalb gezwun- 

gen, E '  zu ersetzen durch einen neiwn Pnmmeter E, , 11111 .+.io 

a) 

b) eine in der Form ~:,.,,,cis(mE+nE') entwickelbare Funktion ist ouch ent- 

b,, cis(mE+nE4) 

c )  durch einen bestimmten Wert von E, ist die Loge des Sttirktkpers in seiner 

,,_" ,.le... ~ ..- L-J--- 

E., linear von E abhangig, d.h. E, =/"E + c , 

wickelbar in der Form 

Bohn eindeutig festgelegt. 
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Man sieht bald ein, dass a), b), c) nicht gleichzeitig erfullbar sind. Wir lassen 

daher die Forderung c )  fallen und lassen zu, dass sich die Pararnetereinteilung 

E, der Storkorperbahn ie  nach der Lage des Mobils, d.h. rnit E , ijndern darf. 

Urn nicht Forderung b) zu verletzen, muss man dann aber verlangen, dass diese 

Aenderung periodisch in E 
c ' )  Die Pararnetereinteilung E, der Storkorperbahn darf sich rnit E 

ist. Wir  ersetzen also c )  durch 

andern, aber nur periodisch in E . 
Die Pararnetereinteilung E, dorf also nur schwanken urn ihre ursprungliche 

Lage, nicht sich irnrner rnehr davon entfernen. 

Die Forderungen a), b), c') schranken die rniSglichen Definitionen von 

E, irn wesentlichen auf die folgende ein 

M * m '  i B 4 
E, = E' -e l .s inE '+  P ( F ) a ( z )  .sin E . (59) 

Urn diese Beziehung zu erlijutern, bernerken wir, dass man (59) auch schreiben 

kann 

E, = A' + zp sin E , (60) 

wobei 

rnittleren taglichen Bewegungen von Mobil und Storktirper sind. E, weicht 

also nur wenig ab von der rnittleren Anornolie, wenn die Exzentrizitat T 
Mobils klein ist oder die rnittlere Bewegung des Mobils jene des Storkorpers 

wesentlich ubertrifft. Die Transformation (60) hat auch Hansen  [2] in  

anderern Zusarnrnenhang verwendet. 

A' die rnittlere Anornolie des Sttirkorpers und p dot Verhaltnis der 

des 

Beirn zeitlichen Ablauf der Bewegung ist nun E, linear abhangig von 

E ; (58) und (59) ergeben narnlich 
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is t  wieder das Verhtiltnis der mittleren Bewegungen, c eine Abkiirzung 

fiir die konstante eckige K h m e r  in (61). Damit erhalten wir als wichtiges 

Resultat, d m  fk(O,E), mltrs I entwickelbar sind 
afk a'fk , . . . . . . 

riuch i & ~ ~ - d f ~ + ~ ~ )  . Sei aiso, mit neuen Koeffizienten a 

ft,(a,E) = Qkmn cis(mE+n(pE+c)) I (k=4 ,..., 8 )  , 

Nun k k n e n  die lntegrationen (41), (42), (a), (44), (45) ausgefuhrt werden. 

In (65) sind fur die 

von der Form 

(A,), die Reihen (64) einzusetzen; (65) wird desholb 

= { [E bo,, cis (rnE + n(,uE+c)) + (b,,.,cisE + b,,+ b,*-, cis(-E))E]dE. (66) 
E, 

Den Koeffizienten 

b,, = c, qo0+ c,, aaoo + . . . . + ce4 aeoo 



- 38 - 

wollen wir etwas naher untersuchen. Die c i 4  erhalt man explizit aus (54) 

Die aioo sind die Koeffizienten der sakularen Glieder der Elementenstijrungen; 

wir schreiben 

wobei der Index 5 andeuten soll, dass es sich urn den sakularen Anteil von 

(Ai),, handelt. Damit wird 

Die eckige Klammer in  (67) ist gerade der sakulare Anteil der Stijrung 1.Ord- 

nung der grossen Halbachse der Mobilbahn 

Wir zeigen nun, dass a keine sakulare Storung erster Ordnung erleidet, was 

oilerdings aus einem bekannten Resultat von L a g r a n g e  [8] folgen wurde, 

wenn wir die am Ende von 1.4, erwahnte Tatsache, dass a die Halbachse der 

oskul ierenden Keplerbahn ist, nachgewiesen hatten. 

Es ist . 

$-a = d[*E(zi+Aoc;)'+ dE 2 9 E(($+APi)'] 

= E ( Z ; + A ~ ; ) .  d~ + E ( F ; + A f ; ) . *  dAP. 

durch Einsetzen der rechten Seiten von (37) fur * und 

. I 
dE 
dn(3, erhalt man 

dE 



. - 39 - 

oder, wegen (35),  

du; 
und schliesslich, do r + 4 = 2 a  ist, 

In der Stbrungsrechnung enter Ordnung sind auf der rechten Seite der Differen- 

tialgleichung die ungestiirten Grtissen einzusetzen 

der Querstrich iiber der Summe sol1 andeuten, doss die ungestijrten &&sen ein- 

zusetzen sind. Der Koeffizient des sakularen Glieds von 

dem konstanten Glied bei der Fourierentwicklung von xZxdV M 

nach E 

(Aa)., ist nun gleich 

zi d'. z' 
und E, . Wir haben also zu beweisen, dass 

0 

Z t Z T  . 

J dE, dE = 0 
0 0  

l 

~ ist. v ist abhangig von den Mobilkoordinaten U; und den Storktirperkoordina- 

ten U: I die u; sind nur von E abhongig, die u;' von 

gemiiss (59) van E., und E . G ist also 

Nun fuhren wir die Integration uber E, bei festgehaitenem 

E'  und daher 

V = V(  U; (E), u;'(E, ,E)) . 
E aus 
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a r  
Zuntichst ktinnt man denk n, dass das Integral b / (E )=  ( V(ui(E), :'(E,,E))dE, 

von U; und U: abhangig ist, denn U; und u;' hangen ia beide noch 
0 

wie v 
von E ab. Tatsachlich ist aber w durch die u; allein bestirnrnt. Um das 

einzusehen, ersetzen wir die lntegrationsvoriable E, durch die mittlere Anomalie 

A' des Storkijrpers, deren Zusammenhang mit E, durch (60) gegeben ist; A '  
u;'= u;' ( A ' )  . bestimrnt die Koordinaten des Sttjrktirpers eindeutig; es ist also 

Nun wird 

und wegen der Periodizitat von v in A' 

2x- iZpsin E It 

-€p sin E 0 

W = V(u;(E),ul(A'))dA' = (V(u;(E) ,ul (A' ) )dA'  - 

w ist also nur von den U; (E)  abhangig, und wir kannen leicht auch noch 

uber E integrieren, da der integrand die totale Ableitung von w nach E 
ist. 

Damit ist bewiesen, dass a in erster Ordnung keine sakulare Sttirung erfahrt; 

es ist also 0 und in  (67) 
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, (cis (-E) - cis(- E,)) - i. b;(Ecis E - E, cis€,,) + i. b,,.; (E cis(-E)- E,, cis(- E,,)) ; 

wegen (68) enthtilt die Zeitsttirung 1.Ordnung kein in E quadrotisches Glied. 

Allgemein werden beim Uebergang von der (p-j)-ten zur p-ten Sttirungs- 

ordnung jeweils zwei lntegrationen durchlaufen, eine ente fiJr die Berechnung 

der (A,), , (k = 4,. .. ,a)  ous den (A,&4 , ( k = l ,  ..., 9) und eine zweite fiur 

die Berechnung 

Integration kommt die nachsthtihere Potenz von E 
Ordnung werden daher Integrate der Form 

von (A,), = (At), ous den (&)p , (k=4 ,...,Q). Bei jeder 

dozu. Die Sttirungen p-ter 

die formal mittels der Forme1 

integriert werden ktinnen. 
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Wenn ,u rational ist, lassen sich ganzzahlige m, n finden, sodass 

m + n . p  = 0 ist. In diesem als Resonanz bezeichneten Fall entsteht bei der 

Integration des betreffenden Gliedes ein sakularer Term; statt (71 ) gi l t  

Da in der praktischen Rechnung m, n nur iiber einen endlichen Bereich B 
laufen und p hochst selten exakt von der Form 

ist, wird man kaum ie in die Loge kornrnen, (72) anzuwenden. Irnmerhin muss 

man i m  Auge behalten, dass (rn+n,u) 

treffenden Koeffizienten werden dann bei der Integration stark vergrtissert und 

die GI ieder gleichzeitig langperiodisch, also gewisserrnassen “fast sakular”, 

dies besonders bei grossern v . 

V 
sehr klein werden kann; die be- 

Die Losungen 

also Doppel -Fourierreihen, deren Koeffizienten dkmn ( E )  aber nicht konstant, 

sondern Potenzreihen in  E 
halt man iiber die Formeln (32), (4) auch die Koordinatensttirungen 

sind. Nach den Elernenten- und Zeitsttirungen er- 

A x  = ( X ~ , ~ + X , ~ ,  E+x,,,EZ+ . . .  ) . c i r ( m E + n l y E + c ) ) ,  
m a n  

6.9 - ~ ( r o r n n + ~ r r n n E + ~ = ~ n E + + . . .  ). cis (rn E + n (/..E + c )) , (74) 
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als solche Reihen, do sie einfache Fourierpolynorne in 

Koeffizienten linear von den Ak abhangen. 

E sind, deren 

11.3. K o n v e r g e n z  de r  Potenzreihenentwicklungen 

der  F o u r i e r k o e f f i z i e n t e n  

Bei der Untersuchung der Konvergenz der Reihen (73), (74) i s t  zu unter- 

scheiden zwischen der Konvergenz der Potenzreihen der einzelnen Fourier- 

koeffizienten und der Konvergenz der ganzen Fourierreihe. Zunachst werden 

wir dos erste, also die Konvergenz von 

d ( E) = d, + d, E + d,E'+ d,E'+ . .  . (75) 

etwas beleuchten, wobei d(E)  einer der Koeffizienten. dkn,, (E)  der Reihe 

(73) ist. 

Eine Bestirnrnung des Konvergenzrodius' von (75) rnit funktionentheoretischen 

Methoden erweist sich als zu kornpliziert. Wir wollen daher hier lediglich rnit 

Griissenordnungsbetrachtungen abschatzen, wie sich der Anfang der Reihe (75) 

etwa verhalt. Natijrlich i s t  darnit noch gar nichts uber die Konvergenz be- 

wiesen, aber fijr die praktische Rechnung, in  der ohnehin nur endlich viele 

GI ieder rnitgenornrnen werden ktinnen, genugt eine solche Abschatzung. . 
In der nun folgenden Grtissenordnungsrechnung habe - die Bedeutung 

"in der Grijssenordnung von", und >> seien wie ublich definiert. Alle 

Grijssenordnungen, die auftreten, sind Funktionen der Grtissenordnungen von 

M , M' , r ( =  rnittlerer Abstand des Mobils vorn Zentralktirper), r '  (= 

mittlerer Abstand des Sttirkorpers vorn Lentralktirper) und E . AIS Relation 

zwischen diesen Grtkenordnungen setzen wir r - r '  oder r << r '  , d.h. 
nicht r>> r ' , voraus. Donn i s t  
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aus  (3) erhtilt man 

r1 
V -  mi 5% f G r  r - r '  I r '3  

V -  MI-- fi ir r c < r '  I 

a lso  in be iden  Fallen 

1 
ra E!! N v_ N MI.- r z  

V -  m ' ~  aui ui r0 I 

ferner  ous (37) 

mi r 3  r t  
f k - K . 7 . F  , ( k = d g . . . o 8 )  6 -  1 

3-f. 
JAj G ( k = 4 ,  . . . .  , 9  i j - 4  , . . . ,  8 )  

af* 'V 6 . M '  , ( k = i  , . . .  , 9 )  , 
aa9 rt 

Eine Integrat ion uber  E entspr icht  grossenordnungsmassig fur genugend grosse 

E e i n e r  Mult ipl ikat ion rnit E . Nun lassen s ich  d i e  Grtissenordnungen d e r  

Storungen wachsender  Ordnung berechnen  

(a,), ry f k 'E  - 5 (5 rV .E  , ( k = A ,  . . . ,  8 )  , ( 7 6 )  

(A9), ta, ( A i ) , . E m & . ;  r *  -$(;P.F.E.E zE'(' ,)3rfM-'Ez. 
J = 4  34, M r  

Die  Abschatzung fur  (A9)4 ist noch z u  pessimistisch; n a c h  (68)  verschwindet  

d e r  Koeff iz ient  des  G l i e d e s  mit E' in (A,),  . Man e r h a l t  d a h e r  

4 ) d  - i ; ~  m' [4)3$ r M'f . E . ( 77) 

Die Stijrungen 2. Ordnung werden grossenordnungsmassig 

afk 9 

(&)z * j: 1 ( A j l , ' E  - [$ $ ( : r Y ; . E + $  M i  S;T mi (*I) 1 ' r fM- 'E]*E , 

(Ak)z - [$(+r] ' .F.E'  , ( k = i ,  . . . , 8 )  , (78) 
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rv 12 (+)3jPr: F1- 5 p - 4  (A, )P M r  

(76), (n), (78), (E), (80) lassen sich ubersichtlicher so schreiben 

Wie (81) zeigt, sind unsere Entwicklungen (40) der Sttirungsterrne in MocLaurin- 

Reihen nach den Sttkungen wachsender Ordnung nichts anderes als Entwicklungen 

nach dem Mossenverhaltnis oder dem Verhaltnis der mittleren Abstiande 5 . m' 

Nun ktinnen wir zur Betrachtung der Konvergenz von (75) ubergehen. 

Es kann angenommen werden, dass ein Glied von (75) von der Grksenordnung 

der Stijrung ist, in der es zum ersten &I ouftritt. Nach (70) kommen beim 

Uebe:gmg YC:: de: +-?)-?e:: zv; ?-ten St~:unp:dnvng zxei Potenzen van E 
dazu; man erhalt dernnach die Abschatzungen 

d, E" ,-., "(+)'E'. dn-2 E"-' 
M r  I 
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oder 

ausser fur p = 2, wenn es sich urn eine Elernentenstijrung AM;, A/3;I (i=4,..,4) 

handel t, 

Die Koeffizienten der Potenzreihe (75) klingen also zuerst mit dern Faktor 

E ( $ ) 3  , spater rnit dern ungunstigeren Faktor lm ab. 

Die Potenzreihen in  (74) zeigen dosselbe Konvergenzverholten wie jene 

in (73), d.h. wie (75). 

Naturlich haben diese Betrachtungen nur die Bedeutung grober Aussagen 

uber Grtjssenordnungen. 

11.4. K o n v e r g e n z  d e r  F o u r i e r e n t w i c k l u n g e n  

Die Fourierentwicklungen (73), (74) laufen uber zwei lndizes m, n. Sie 

dkmh (E )  I ( k = l l . . , 1 9 )  in der unendlichen Matrix konvergieren, wenn die 

. . .  . 
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I. 
von der Mitte aus in allen Richtungen so schnell gegen 0 gehen, dass zu be- 

liebigem E ein N existiert m i t  

I \  

! m l . h l >  N 
I /  d l , m n . c i S i m t + n i ~ ~ + c j j I  < E ( k = j  1 . * .  I 0' ' I  

m , n  

fa beliebiges E (absolute Konvergenz). Dobei htingen die d k m n  noch 

von E ab. Fir nicht zu grosse E erhalt man eine genugend genaue Ueber- 

sicht uber die Konvergenz von (82), wenn man statt der dtmn (E) die aus der 

St6rungsrechnung 1. Ordnung berechneten konstanten Approximationen (dkmn ), 
einsetzt. Die lntegrationen (a), (65) haben keinen Einfluss auf die Konvergenz 

der Fourierreihen; immahin muss man beachten, dass bei Fost-Resonanz einzelne 

Glieder durch die Integration stark vergtiasert werden. Es genugt somit, dos 

Verhalten der akmn 
(k = I , .  . . , 8) zu untersuchen. 

in (&I), d.h. die Fourierentwicklungen der f k ( 8 , E )  I 

Nach dem Sntz von D i r i c h l e t  uber die Fourierentwicklung reeller 

Funktionen konvergieren Fourierreihen immer, wenn die zu entwickelnden Funk- 

tionen stetig und differenzierbar sind. Diese Voraussetzung i s t  in  unserem Fall 

erfiillt, wenn sich, was wir annehmen wollen, die Bahnen von Sttkktjrper und 

Mobil nicht schneiden, wenn also keine f I E, = 7' 
ist. Es geht also nicht um die Konvergenz an sich, sondern um die Raschheit 

der Konvergenz. 

existieren, sodass 

Da die fk(b,E) in Fourierreihen nach E und E, entwickelbar sind, 

lassen sie sich als Funktionen der komplexen Variablen { =  cis E und 

S I =  cis E,, anschreiben; wir i ihren dafur die Bezelchniing gk ( f  ,I1) 
ein. Unsere Fourierreihen 

fkca,E) = akmn cis(mE+nE,) 

lassen sich damit ais Laurentreihen schreiben 
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Aus der Loge der Singularitaten von gk in  5 und 5' kann man auf das 

Verhalten der akmn 

die Konvergenz der Entwicklung der sogenannten ebenen Sttirungsfunktion 

fur grosse m, n schliessen. So hat P o i n c a r k  [9] 

4 
GZ+ ( y - y P 4  

nach den mittleren Anomalien A und A'  mit umfangreichen funktionen- 

theoretischen Betrachtungen untersucht. Die Schwierigkeit liegt darin, dass die 

Singularitaten in f und s '  gegenseitig voneinander abhangig sind. In unserem 

Fall rnit der komplizierten Variablen E, wurde die Methode von P o i n c a r e  

zuviel Aufwand erfordern. Aus diesem Grunde werden wir unser Hauptresul tat, 

narnlich dass die Konvergenz der Fourierreihen kaurn von der Exzentrizitat des 

Mobils abhangt, nur beweisen in  dem einfachen Fall, wo der Sttirktirper orts- 

fest und zudern in der Ebene der Mobilbahn ist. Zugleich werden wir aber 

Faustregeln fur die nurnerische Praxis herleiten ktinnen, urn die Anzahl der mit- 

zunehmenden Glieder abzuschatzen. Do unter diesen vereinfachenden Annahmen 

nur noch in  eine gewohnliche Fourierreihe nach E 
erhalt man stott (83) 

entwickelt werden muss, 

* -  

hk (5 )  = n r - o o  E Q k n S n  I ( k - 4 , . . . 1 8 )  , 
wobei die expliziten Ausdrucke fur die 

Man halt in  den rechten Seiten der enten 8 Gleichungen von (37) die Sttir- 

korperkoordinoten X I ,  yll Z '  konstant, setzt fur al le Mobilgrtjssen ihre unge- 

st6rten Werte ein und schreibt, nachdem man alles i n  Funktion von E 
gedruckt hat, 1 ( 5  + t )  statt cos E bzw. &-( { - f )  statt sin E 
Zur Untersuchung der Konvergenz der akn sind die Singularitaten der 

hk(() in  der 

00 

h, ( 5 )  I (k  = d , .  . . 8) so entstehen: 

aus- 

5 -Ebene zu bestimmen. Man findet, dass sich von 0 und 

verschiedene Singularitaten nur ergeben, wenn 17- T1l= 0 ist. Legen 

so, dass sich das ungesttirte Mobil i n  der wir das Koordinatensystern x I y ,  z 

X ,  9 
bahn geht, so wird 

- Ebene bewegt und die x - Achse durch das Perizentrurn der Mobil- 
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mit a und e als grosse Halbachse und Exzentrizitat. Die Striche uber x ,  

9 , a , e sind in (85) weggelassen, obwohl es sich eigentlich um die un- 

gesttirte Bewegung handelt. 17- ? ' I  = 0 wird bei festgehaltenem r eine 

Gleichung 

ten Grades 

- 1  

4. Grades fih. 5 , die sich aufspaltet in die 2 Gleichungen zwei- 

1 X I +  i y '  +I(.+ +y+' X'+tY ), S4 = ( e +  7 

Mossgebend fur die Konvergenz der 

kreis liegende Singularitdt $, , ( j =  d,..lb).Wegen / S U I =  - und I 
genugt es, I I und I Sz I naher zu untenuchen. 

ak,, i s t  die am nachsten beim Einheits- 

= - 4 1 
I{,\ I fz l  
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Eine Diskussion der Lage der Singularitaten f4 ,E, in der 5 -Ebene 
x ' +  i y '  

fur alle rnijglichen Werte von - und e wurde zu unubersichtlich. Wir 

wollen hier nur 2 Falle betrachen; aus diesen kann man dann leicht extra- 

polieren, wie sich f ,  und t1 allgemein verhalten. 

a 

Wenn der Storkorper weit weg ist, also 

gilt, liegen i4 I t 3  ausserhalb, S I  I st+ innerhalb des Einheitskreises; 

wegen 

(84). Aus (86) kann man entnehrnen 

Isp I > I t , !  bestimrnen daher i., , t u  das Konvergenzgebiet der Reihe 

(88) zeigt, dass die Konvergenz nicht wesentlich von der Exzentrizitat e 

sondern hauptsachl ich von der Entfernung des Storkorpers abhangt. 

Irn zweiten Fall wollen wir i m  Gegensatz zu (87) annehrnen, dass der 

St6rkorper sich sehr nahe bei der Mobilbahn befinde, und zwar im Abstond Ea 

auf der kleinen Achse der Mobilbahn (Fig. 2). 

c 
X 

Mobilbahn 

Fig. 2 
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Die die Konvergenz bestimmenden Singularitaten sind i n  diesem Fall wieder 

, $,, . Man erhalt beim Einsetzen von 

in  (M), wenn bzgl. & linearisiert wird, 

Die Formel (89) zeigt dieselbe Struktur wie (88). Zusammenfassend hat man 

daher das Resultat, dass (84) grtissenordnungsmtjssig im Gebiet 

konvergiert, wo 

Das Konvergenzverhalten der Koeffizienten a,, ist also gegeben durch 

9 den Abstand des Sttirktirpers von der hb i l bahn  bezeichnet, 

Damit haben wir einen ungeftihren Begriff von der Konvergenz unserer Fourier- 

reihen nach E bekommen; zur Konvergenz nach E, bemerken wir nur, dass 

diese wegen Formel (59) rnit der Konvergenz bzgl. E 
schlecht sein wird, wenn (s)z 
eines ausseren Planeten mit stark exzentrischer k h n  durch einen innern). 

verkoppelt i s t  und 
3 

und zugleich F gross sind (2.B. Sttirung 

Zum Vergleich woiien wir ouch untersuehen, wie es sich m i t  der Konver- 

en%icLe!t; Wir genz verhalt, wenn man nach den mittieren Anomalien A ,  A' 
machen dieselben Vereinfachungen wie vorhin und gehen aus von (85) 

x = a (cos E - e )  , 
I 
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wobei E als Funktion von A aufzufassen ist 

A = E - e . s i n  E . (91) 

Mit der Einfuhrung von 7 = cisA werden x Funktionen von ‘2 . 
Da sich x (7) 9(7) nicht explizit anschreiben lassen, sondern transzendente 

Funktionen sind, benutzen wir die Hilfsvariable 5 = cis E; die Relation zwischen 

und 9 

7 und ( erhalt man aus (91) 

cis A = cis ( E -  e.s inE)  , 

Die Singularitaten T~ in der 7 - Ebene, die das Konvergenzverhalten der 

Fourierentwicklung nach A bestimmen, sind erstens jene, die sich gemtiss 

(92) aus den Singularitaten Sk 
zweigungspunkte, die dort auftreten, wo 

horen, eindeutige Funktionen von 

( k = 4 , 2 , 3 , b )  von (86) ergeben, zweitens Ver- 

5 und damit die Sttjrungsterme auf- 

’2 zu sein, d.h. wo 

ist. 

Man erhalt dadurch insgesamt 6 Singularitaten 

wobei l a , .  . . S r  in (86) angeschrieben sind und IC, s 6  die LLisungen von 

(93) sind 

{ s =  $ c l + v m )  , 
5‘ = $ ( 4 - W )  . 

(95) 
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(95) in (94) eingesetzt .gibt 

Aus (96) sieht man leicht, dass 

1 
d.h. die Konvergenz der Fourierentwicklung nach A wird beliebig schlecht 

fur 

genaueren Aufschluss. 

I e -* 4 . Fig. 3, wo 7s in Funktion von e aufgetragen ist, gibt noch 
I 
I 

Fig. 3 

Beispielsweise i s t  der Konvergenzfaktor fur den noch weit von 1 entfernten 

Wert e = 

der Sttkkorper auch von der ivsb;lbahii entfemf sei. 

htichstens 1.143, also bereits sehr schlecht, und zwar wie weit 

AIS wesentliches Ergebnis halten wir fest: Im Gegensatz zur Entwicklung 

nach den rnittleren Anomalien in der klmsischen Theorie bleibt bei unserer 

Entwicklung die Konvergenz auch fur sehr grosse Exzentrizitaten gut, eine 

Folge der Einfiihrung der regularisierenden Zeit (vgl. Fussnote Seite 3). 
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Ill. BElSPlELE 

111.1. A n z a h l  d e r  m i t z u n e h m e n d e n  G l i e d e r  

Bei der Anwendung der beschriebenen Theorie in  einem konkreten Bei- 

spiel muss man sich entschliessen, nach wievielen Gliedern die Reihen abge- 

brochen werden sollen. Je nach den Gegebenheiten des Beispiels und den An- 

forderungen, die an die Genauigkeit gestellt werden, wird man die Art und An- 

zahl der mitzunehrnenden Glieder von Fall zu Fall festsetzen; die Unter - 
suchungen in  11.3 und 11.4. geben einem die Hilfsmittel dazu i n  die Hand. 

Seien die Massen M und ml und die grossen Halbachsen a und 0’ 

gegeben, ferner der kleinste Abstand 9 zwischen Mobil-  und Stlirktirperbahn. 

Die Elernente d;  , p; , ( i = 4 ,2 ,3 ,k )  , die Zeit t und die Koordinaten 

% ,  , z des Mobils sollen im Zeitraum vom Anfangszeitpunkt to bis zur 

Zeit to+ T auf eine relative Genauigkeit von Dezirnalstellen aus den 

abgebrochenen Reihen berechnet werden ktinnen, Gesucht sind N , die 

Ordnung, bis zu welcher die Storungsrechnung getrieben werden muss, und 

n, , n, , . . . . , n N  , die angeben, wieviele Glieder der Fourierentwicklungen 

in den Sttirungsrechnungen 1 . , 2 . , . . . , N -ter Ordnung genommen werden 

rnussen. Wenn amn die Fourierentwicklungskoeffizienten einer Grosse 

i-ter Storungsordnung sind und die Konvergenz nach E, von derselben Grossen- 

ordnung ist wie nach E , so sind alle am,, mit IrnI<n; I Inl<n, mitzu- 

nehmen. 

Zunachst ist nach ( 2 9 )  

E,,, = E(t,+T) - T. M (97) 

Dann berechnet man 

r l  r\, a’ 

(:,)3Emar, und nach (81) erhalt man wegen r *a, 

do-’ - (g(:ay.~wr)” , fGr N s 2 
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bzw. 

"t 
Die Sttirungen 1. Ordnung m k e n  eine relative Genauigkeit von 

(f8)3.EmaM 



- 56 - 

Do (loo), (lGl), (1C2), (103) nur sehr grobe Abschtitzungen sind,wird man 

zur Sicherheit imrner etwas mehr Glieder mitnehmen. Vor allem die Abschatzun- 

gen fur die TI; sind mit ziernlicher Unsicherheit behaftet wegen des rnoglichen 

Auftretens von kleinen Divisoren 

der Rechnung zu untersuchen, welche Paare m, n kritisch sind. 

m-t n p  ; es ist zweckrnassig, vor Beginn 

Fur grosse Genauigkeit, aber kleine Zeitraume geniigen wenige Ordnungen, 

wahrend die Fourierentwicklungen ziemlich long sein rnussen; fur kleinere Ge- 

nauigkeiten, die aber uber lange Zeiten gultig sein sollen, muss man dagegen 

viele Ordnungen und nur kurze Fourierentwicklungen rnitnehmen. 

111.2. S t o r u n g  d e r  V e s t a  d u r c h  J u p i t e r  

Hansen hat in seiner Sttjrungstheorie [2] nach fast denselben Variablen 

E und E, entwickelt. E, ist dart nach der gleichen Formel (62) linear 

von E 
schen E und der Zeit t durch 

abhangig. Wahrend aber in  unserer Theorie der Zusamrnenhang zwi-  

9 4  

t = T + d t  = a'~M-'[E-E,-~(sinE-sinE.)] * A t  (104) 

gegeben ist, definiert Hansen die Variable E durch 

Wegen der Kleinheit der Zeitstorung A t  
weichungen der beiden Entwicklungen so gering, dass sie sich direkt rniteinander 

vergleichen lassen, AIS Beispiel eines solchen Vergleichs wahlen wir die 

Sttirung des Planetoiden Vesta, die M. G. L e v e a u  131 nach der 

Hansenschen  

Sttirungen 1.  Ordnung durch Jupiter. 

sind i n  gewissen Fallen die Ab- 

Theorie berechnet hat. Wir begnugen uns dabei mit den 
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Nach L e v e a u  sind die auf die Ekliptik berogenen Keplerschen Ele- 

mente der Vesta am 17.0 Dezember 1856 
g:=sse Hnlbachse ~1 = 2.360632 

Exzentrizitat e = C.09018838 

Neigung gegen die Ekliptik i = 7" 8'11.3'' 
mittlere Lijnge E = 84O43'54.5" 

N 

Ldnge des Perihels w = 250'47'34.5 'I 

Lange des aufst. Knotens = 1 03'20'30.6" 

und jene von Jupiter zur selben Zeit 

a' = 5.202800 E'  = 11'37'56.G" 

e' = 0.04824471 w = 12' 1'41.3" 

i '  = 1°18'39.9" a' = 99' 0'30.0" 

- 1  

Transformiert man auf ein Koordinatensystem, dessen 

der ungestkten Vestabahn ist und deren 

steigenden Knotens dieser Ebene in der Ekliptik reigt, und rechnet man dann 

gemtjss 1.2. in  diesem Koordinatensystem auf die Elernente in unserer regulari- 

sierten Theorie urn, so erholt man 

x I 9 -Ebene die Ebene 

x -Acke in  die Richtung des auf- 

- - 
% = - 0.410693863 p, = 1.539942916 

0'1 = - 1.4G6791020 (3, = 0.449565782 
e - 

- - - 
= a(, = p3 = ir;, = 0 

E, = 3.364899463 (Bogenmass) 

= - 1.547336614 fl,' = - 1.661216304 
a: = 1.591417857 = - !.5323G&54 

= - 0.0000102C9 p; = - 0.0028?2378 
= 0.157895638 p: = 0.172419588 

E b = - 0.007260196 (Bogenmass) 

Die Masse von Jupiter ist 

gesetzt w i rd. 

m' = C.GO09523810,falls die Sonnenmosse M = 1 
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M + m ' i  1 1 
Fiir p =(- M ) '(7) ergibt sich 

p = 0.305768995; 

~ 

M +  n p  wird klein in  den Fallen 

1 - 3 . p  = 0.082693015 
3 - 10 ' p  = -0.057669950 

4 - 13 '/u = 0.025003065 
1 1  - 36 .,4.4 = -0.007683820 

37 - 121 'p = 0.001951605 

Fur absolut kleine m, n, d.h. so weit wie die Reihenglieder in der praktischen 

Rechnung rnitgenommen werden, treten also keine Resonanzen auf. 

Die harmonische Analyse der Ausdriicke f, (8, E), af, 1- - I(k=l,..,9)fiihren aAt, AZO 
wir nach dem folgenden Verfahren aus. Wir unterteilen das E -Interval1 

LOl 2?] durch j, dquidistante E -Werte , analog das E, -Interval1 

[0,  2T] durch j, 
- E, -Werte, und werten fk(OIE) afr 1- ( k = 4 ,  ..., 8 )  

I a& A Z O  ' 
fur iedes Poor solcher E und E, -Werte, insgesamt also j,.jz mal, aus. 

Setzen wir nun fiir fk(a,E)  und gk l x x 3  Fourierpolynome rnit entsprechend 

vielen Gliedern an, so erholten wir Gleichungssysteme von j,-ja Gleichungen 

rnit j. .j, Unbekannten, deren Ltisungen wegen Orthogonalitat der Gleichungs- 

rnotrizen trivial sind. Die so berechneten Koeffizienten der Fourierpolynome 

sind Approximationen fiir die Koeffizienten der Fourierreihen, und zwar umso 

bessere, ie grtisser j, und j, gewahlt werden. 

Bei den Rechnungen, die alle auf dem Computer durchgefuhrt wurden, 

(Ax;), , (ApiI4  , strebten wir eine Genauigkeit der Storungen 1. Ordnung 

( i = 4 , , . , 4 )  l ( A t ) 4  von 1G 
in  (106) mit dieser Genauigkeit gegeben sind. 

- -9  
an, do ouch die ungestorten Elemente si, pi 
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Bei der harmonischen Analyse war eine Einteilung rnit etwa j, = jz= 30 
Proberechnungen mit noch feineren Einteilungen haben alle notwendig; 

Koeiiizienttn EU: noch urn weniger ais 10 geandert, die Koeffizienten der 

sakularen Glieder sogor um weniger als 10 . Wie nach (68) zu erwarten, 

wurde in  der Zeitstijrung der Koeffizient des Gliedes m i t  E' absolut kleiner 

01s die Genauigkeitsgrenze 10 

alleiniger Berucksichtigung der Sttirungen 1. Ordnung von Jupiter, die Elemente 

OC; , f; I ( i=4 , . .14)  und die zugehljrige Zeit t in  einern Bereich IE -E,lb 10 

mit einer Genauigkeit von 10 

GrLissenordnung 1 sind, einer Genauigkeit von 9 Dezimalstellen. Der Bereich 

IE-E,I L 16 entspricht mehr als 30 Urntaufen der Vesta oder etwa 100 Jahren. 

Zur Kontrolle wurden die Reihen for einen bestimmten Wert von E ausgewertet 

und die Resultate mi t  jenen verglichen, die man durch numerische Integration 

des Differentiolgleichungssystems (37) erhalt. Fur den willkUrlich gewahlten Wert 

E- E, = 10 ergab die Auswertung der Reihen 

-9 

-11  

-11 . Die berechneten Reihen stellen also, bei 

' 2  

-9 
dar. D o s  entspricht, do die Elemente von der 

2 

Au, = - 0.000139481 

AM,= - 0.001210486 

AP, = - 0.000864979 

A pa = - 0.000522608 

A&, = 0.000121 955 A p 3  = O.oooO98771 

a,= 0.oooO37030 A p , =  0.000065985 

At = 0.016868508, 

wahrend die numerische Integration von (37) noch Runge-Ku t ta  mit der 

Schrittweite AE = 0.1 Iieferte 

Ad, = - 0.000136567 Ap,= - 0.030%5!316 

Adz = - 0.001208237 i\p2 = - 0,600522281 
Ad,  = 0.00012181 1 Af3, = G.O(joo98681 

401, = 0.000037035 a p,= 0.000066004 

At = G.Cl6826298. 
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Der Unterschied zwischen (107) und (108), der abgesehen von 

Grasenordnung von 1 %O liegt, ruhrt hauptsachlich davon her, dass die 

Sttirungen htiherer als 1.Ordnung in  (107) nicht enthalten sind. Nach (81) sind 

namlich die Sttirungen 2. Ordnung von der Grijssenordnung 

A o(,, in der 

Der relativ grbsere Unterschied bei not, ist dadurch zu erklaren, dass 

A d ,  bei €-E, = 10 zufallig gerade absolut klein ist. 

Bei einem Vergleich mit den Rechnungen von L e v e a u  

fach die Sttirungen irgend einer Grijsse 9 
meinen ist die Sttirung in unserem Sinne 

kann man nicht ein- 

miteinander vergleichen. Im allge- 

voll ig verschieden von der in der 

gesttirt ist, 

Hansenschen  Theorie, wo die Zeit nicht 

Nur wenn 

Reihenentwicklungen stimmen dann wegen der fast gleichen Definitionen von E 
in beiden Theorien ungefahr Uberein. Von den drei Sttirungen, die 

in [3] angibt, hat die dritte, die Sttirung A Z  senkrecht zur ungesttirten Be- 

wegung in der 

wollen deshalb unsere Reihenentwicklung von hz mit der L e v e a u s c h e n  

vergleichen. Aus (4) und (32) erhalt man, unter Vernachlassigung der i n  den 

Elementenstorungen quadratischen GI ieder, und indem man beachtet, dass 

d 3  = d4 =P,=(3,,=0 ist, 

4 (t-at) = g( t )  ist, sind die beiden Sttirungen gleich, und die 

L e v  ea  u 

X ,  y -Ebene, diese Eigenschaft, denn es ist 5 E 0 , Wir 

- - -  - 
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+[a, AL(j3+li~n3+a~b(3,+jS,~au~.5inE. 

Nun werden die vorhin berechneten Reihen fur die Elementensttirungen in (109) 

eingesetzt. Das Resultat i s t  die in Tafel 1 dargestellte Reihe fdr hz 
klarung dieser Tafel sei folgendes bemerkt. Urn nur m i t  reellen Zahlen zu tun 

zu haben, ist statt nach tis(rnE+nE,),bcnr,nao) nach COS (mE+ nE4) 

und sih (mE+nE.,), (&m<ao,-ootn4m) entwickelt. Man erhtilt dadurch die Reihe 

. Zur Er- 

AZ = ( a e +  a, .cosE+ b,.crin E].(E-E,)  
0 0 -  

m - 0  n=-oD 
+ [amnCoS(mE+nE,)+bm, s in(mE+nE,)]  , 

wobei E, = p E  + c = 0.305768995 * E  - 1.041898899 ist .  Die Koef- 

fizienten a, ,a , ,  b, sind in Tafel 1 oben in der Zeile "sakulare Glieder 
5 . . . I' rnit dem Faktor 10 rnultipliziert angeschrieben; in  den mit E,  E, 

ilberschriebenen Kolonnen stehen m, n, 10 - am, , 10 . b,, . Alle 

- - 
5 5 

C O S ,  sin 
-9 

nicht ongeschriebenen Koeffizienten a,, , b,, sind absolut kleiner als 10 . 
Tafel 2 i s t  die Reihe von Leveau,  die aus 131 entnornmen wurde bis 

auf die folgenden drei Aenderungen. Entens sind die Koeffizienten an unsere 

Mosseinheiten angepasst worden, zweijens tragen Aenderungen am konstanten 

Glied und an den 2 Gliedern COS E und sin E von l\Z dern Urnstand 

Rechnung, das L e v e a u  rnittlere Elernente zugrunde legt, d.h. die konstanten 

Teile der Stbrungen zu den mgesttkten Elementen nirnmt, und schliesslich sind 

die von L e v e a u  angegebenen Glieder rnit dern Foktor nt auf Glieder nach 

E umgeschrieben gernass der Beziehung 

I nt = E-E., - Z ( s i n E -  sinE,) . 

I. 
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TAFEL 1 

St t i rung  d e r  V e s t a  d u r c h  J u p i t e r  

Sttkung 1. Ordnung senkrecht zur Bohnebene * lo5  

Sdkulore Glieder = 

Periodische Glieder: 

cos 

-.7722 
3.5987 
2.0370 

.5239 
-0687 
.C099 
.GO1 1 
.@001 

-.COG0 
-.ooco 

.ococ 

.oooo 

.CCOG 
-.GO61 
-0589 
.1390 
.4270 

-.8175 
-2.9960 
-1 5848 
17.021 1 
1.5839 
.1468 
.0065 

-.0009 
-.0003 
-.oooo 
-.oooo 

( .186820 
-2.071445 * COS (E) 
-1.490556 * sin (E) ) * (E - EO) 

sin 

.5329 
2.3332 
2.7909 -. 1572 
-.0054 
.0002 
.0001 
.GOCO 
.oooo 

.ocoo 

.ocoo 

.COO5 

.OC95 
-.c202 
.0416 
4627 
.5418 

5.3870 
2.0729 

17.01 97 
-.4755 
.0936 
.02Gl 
.0024 
.0002 

-.oooo 
-.oooo 

cos sin E 

-.OGOO 
-.GO1 1 
.0014 
.0017 

-.0081 
-.0320 
-.3529 

-2.3746 
8.61 25 
A051 
.5858 -. 1234 

-.0329 
-.0044 
-.oc02 
.0001 
.oooo 
.oooo 

.oooo 

.GOO 1 

.0010 

.0052 

.0331 
-.0088 
-.05 15 

-1.6263 
14.5980 
1.1003 
1.3978 
.2722 
-01 40 

-.0023 
-.OG07 
-.ooo 1 
-.oooo 
.oooo 



- 6 3 -  

COS E El 
3; -12) .0000 
3, -11) -.OoOl 

3, -9) -.0010 
3, -8) -.m 
3, -7) -0288 
3, 4)  -.3975 
3, -5) -.5865 

3, -10) -.0023 

3, -4) -.7128 
3, -3) -.1908 
3, -2) -.3100 
3, -1) -.0332 
3, 0) .0034 
3, 1) .0014 
3, 2) .om2 
3, 3) .moo 
3, 4) -.m 

5, -14) .oooO 
5, -13) -.0017 
5, -12) -.0003 
5, -1 1) .0002 
5, -10) .0022 
5, -9) .0081 
5, -8) -0192 
5, -7) .0292 
5, 4)  .0228 
5, -5) .0110 
5, -4) .0084 
5, -3) -.0030 
5, -2) -.o006 
5, -1) -.0000 
5, 0) .oooo 
5, 1) .ocm 

7, -14) -.0000 
7, -13) -.0002 
7, -12) -.GO05 
7, -1 1) -.0009 
7, -10) -.0008 
7, -9) .oO06 

sin 

.OOO1 

. m 2  
,0009 
-.0012 
-.0154 
-.2190 
.5230 
.2746 
.0073 

-.0055 
-.a86 
-.0556 
-.0086 -. oO04 
.OoO1 
.oooo 
.m 

-.m 
:0011 -. o006 
-.0013 
-.0025 
-.0026 
.0036 
.0218 
.0372 
-01 44 
.0258 
.0030 
-.0003 
-.OoOl 
-.oooo 
-.OOOO 

.0000 

.m 
-.0002 
-.Go09 
-.0026 
-.0045 

COS 

.OOO1 

.oooo 

.oO04 

.OB1 
-.Om3 
-.0256 
-.0242 
.0127 
.0749 
.0239 
A564 
.0164 
.OoO9 
-.ow2 
-.OoOl 
-.oooo 
-moo 

.oooo 

.ooO1 

.0003 

.0003 
-.0008 
-.w7 
-.0115 
-.0140 
-.0065 
-.0088 
-.OoOl 
.0002 
.OOOO 
.m 
-.oooo 

.oooo 
,0002 
.0005 
.0011 
.0014 

sin 

.0001 
-.OOOl 
-.o007 
-.0090 
-.0031 
-.0213 
-.0630 
-.1229 -. 1345 
-.0485 
-.0662 
.0015 
-0022 
.0003 
.oooo -. oooo -. oooo 

-.OoOO 
.m 
.0003 
.GO1 1 
,0030 
.0052 
.w 
.0006 
.0011 
-.0021 
-.0012 
-.OoOl 
.m 
.0000 
.m 

-.OOOl 
-.mol 
-.OoOl 
.0003 
.0011 



c 

E 
( 7, -8) 
( 7, -7) 
( 7, 4) 
( 7, 4) 
( 7, -4) 
( 7, -3) 
( 7, -2) 

( 9, -14) 
( 9, -13) 
( 9, -12) 
( 9, -11) 
( 9, -10) 
( 9, -9) 
( 9, -8) 
( 9, -7) 
( 9, -6) 
( 9, -5) 

( 11, -14) 
( 11, -13) 
( 11, -12) 
( 11, -11) 
( 11, -10) 
( 11, -9) 
( 11, -8) 

cos 

.0021 

.0008 

.0022 

.0003 
-.0001 
-.oooo 
-.oooo 

.oooo 
-.0001 
-.0003 
-.0006 
-.0006 
-.0004 
-.0004 
.oooo 
.oooo 
.oooo 

.0001 

.0001 

.0001 

.oooo 

.oooo 
-.oooo 
.oooo 

sin 

-.0043 
-.0024 
-.0022 
.0002 
.ooo 1 
.oooo 

-.moo 

.0001 

.0002 

.0003 

.0003 

.ooo 1 
-.ooo 1 
-.ooo 1 
-.oooo 
.oooo 
.oooo 

.oooo 

.0001 

.0001 

.oooo 

.ooo 1 
-.oooo 
-.oooo 

64 - 

( 10, -14) 
( 10, -13 
( 10, -12) 
( 10, -11) 
( 10, -10) 
( 10, -9) 
( 10, -8) 
( 10, -7) 
( 10, -6) 

( 12, -14) 
( 12, -13) 
( 12, -121 
( 12, -11) 
( 12, -10) 
( 12, -9) 

cos 

.0010 

.0007 

.0002 
-.0001 
-.oooo 
.oooo 
.oooo 

-.ooo 1 
-.oooo 
.oooo 
.ooo 1 
.oooo 
.0001 

-.oooo 
-.oooo 
-.oooo 

-.oooo 
-.oooo 
-.oooo 
-.oooo 
.GO00 
.oooo 

sin 

.0014 

.0007 

.0011 
-.oooo 
-.oooo 
-.oooo 
-.oooo 

-.mol 
-.0002 
-.0003 
-.0002 
-.ooo 1 
-.0001 
.oooo 
.oooo 

-.oooo 

.oooo 

.oooo 

.oooo 
-.oooo 
.oooo 
.oooo 
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TAFEL 2 

St t j rung  d e r  V e s t 0  d u r c h  J u p i t e r  

St6rung enter Oriilrjng senkrsht zur Bahnebene noch L e v e o u  131 , zum 

Vergleich rnit Tafel 1. 

(Die ongeschriebenen Koeffizienten sind mit 10 

Sakul ore GI ieder : 

-5 
zu multiplizieren.) 

0.18681 (E -Eo) - 2.07132 (E -Eo) COS E 

- 1.49044 (E-Eo) sin E 

Periodisc he GI ieder: 

E El cos sin 

0 0 -0.77 
0 1 3.59 0.54 
0 2 2.04 2.33 
0 3 0.53 2.79 
0 4 0.07 -0.16 
0 5 0.01 -0.01 

1 -7 -0.01 0.01 
1 -6 0.06 -0.02 
1 -5 0.14 0.05 
1 -4 0.44 0.47 
1 -3 -0.82 0.54 
1 -2 -3.00 5.39 
1 -1 -1.59 2.07 
1 0 17.02 17.01 
1 1 1.59 -0.47 
1 2 0.15 0.09 
1 3 0.01 0.02 

2 -8 0.01 
2 -7 -0.01 0.03 
2 -6 -0.03 -0.01 
2 -5 -0.35 -0.06 
2 -4 -2.38 -1.63 
2 -3 8.62 14.59 
2 -2 0.40 1.10 
2 -1 0.58 1.40 
2 0 -0.13 0.27 
2 1 -0.03 0.01 

E 

3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 

4 
4 
4 
4 
4 
4 
4 
4 
4 

5 
5 
5 
5 
5 
5 

6 
6 
6 
6 
6 

El cos sin 

-8 -0.01 -0.02 
-7 0.03 -0.22 
-6 -0.40 0.53 
-5 -0.58 0.27 
-4 -0.71 0.01 
-3 -0.19 0.00 
-2 -0.31 -0.05 
-1 -0.03 -0.06 
0 -0.01 

-10 0.02 -0.01 
-9 -0.02 
-8 -0.02 -0.02 
-7 -0.02 -0.07 
-6 0.01 -0.13 
-5 0.08 -0.14 
-4 0.02 -0.05 
-3 0.06 -0.07 
-2 0.01 

-9 0.01 
-8 0.02 
-7 0.03 0.02 
-6 0.02 0.03 
-5 0.01 0.01 
-4 0.01 0.02 

-9 0.01 
-8 -0.01 
-7 -0.01 
-6 -0.01 
-5 -0.01 

Ein Vergleich der Takin i unci 2 reigt die weitphende Uebereinstim- 

mung der heidan Reihen. 
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I I  1.3. E i n f l u s s  d e r  E x z e n t r i z i t a t  a u f  d i e  K o n v e r g e n z  

In 11.4. haben wir gesehen, dass die Exzentrizitat der Mobilbahn keinen 

grossen Einfluss hat auf die Schnelligkeit der Konvergenz der Fourierreihen, 

insbesondere dass sogar fur Kollisionsbahnen die Konvergenz gut bleibt. Wir i l l u -  

strieren das hier an zwei Beispielen. 

Die Zentralktjrperrnosse sei M = 1, der Storktirper rnit der Masse 
-2 m' = 10 beschreibe in  beiden Beispielen eine Kreisbahn urn M i n  der 

X,  9 - Ebene rnit dern Radius 1 (Figur 4). 

X 

Fig. 4 

Dos ungesttjrte Mobil bewege sich irn enten Beispiel (Mobil 1) auf einer Kreis- 

bahn urn M in der 9 , z  - Ebene rnit dern Radius B = , also einer 

Bahn mit der Exzentrizitat 

bewege sich das ungestorte Mobil (Mobil 2) auf der Winkelhalbierenden der 

4 ' 4  ' y- und der z -Achse zwischen M und dern Punkt (x,y,z)=(o, 

die Exzentrizitat ist hier = e . 

iZ = 0. Im zweiten Beispiel, einer Kollisionsbohn, 

E E). 
= 1 und die grosse Halbachse wie oben 

Nach der Regularisierung ergeben sich als Bahnelernente des MobiIs 

J2 - -  
Mobil 1 : z , = g 3 = F l  Z t = Z b = O ,  P , = & = O  I p z = - r j y s -  4 - 1  

(Halbachse B = 1 Exzentrizitat E=O ) , 4' 
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1 - -  E - 
Mobil 2 : S4 ~ 2 %  = Z3-z~ eo ,  p,= 5 , p a = f , = ~ ,  FU=o, 

(HoIkchse a’ = +, btzentrizitut E - 4  1. 

Ferner sei zur Zeit t = 0 
a Konvergenzfaktor in  einer festen Zeile in  beiden Beispielen etwa - 

a+S 
zu erwarten. 

(x~,&,,z~)=(4,0,0) und E,=O. Nach (90) i s t  als 

$ 
Tafel 3 zeigt die Reihe f i  (AM.,\, , die repriisentativ ist ouch fur die 

andern Sttkungen, fur das MobiI 1 ( IF 0 ) e Wegen der Besonderheiten 

des Beispiels verschwinden die Koeffizienten der sakularen Sttirung und aller 

Sinusglieder, sodass (Ad4),  eine Reihe der Form 

wird. Die Bezeichnung in Tafel 3 sei an einem Beispiel erklart: Im Schnitt- 

punkt der Kolonne (3,K) und der Zeile (J,-7) steht das 10 4ache des 

Koeffizienten a>,-? . 
9 

Tafel 4 stellt dos entsprechende zu Tafel 3 firr das Mobil 2 ( V = I )  
dar; hier verschwindet von (Aw.), nur der Koeffizient der sakularen Sttirung, 

weshalb Cosinus- und Sinusglieder aufgefuhrt sind. 

Ein Vergleich der beiden Tafeln bestatigt, soweit sich das aus dem Zahlen- 

material ersehen lasst, die theoretischen Erwartungen. 
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